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Résumé. Dans les enquétes probabilistes, lorsqu’il n’y a pas de base de sondage pour
la population cible, une solution consiste a trouver une base de sondage liée a la popula-
tion cible et a utiliser un échantillonnage indirect. Les poids d’échantillonnage peuvent étre
déterminés a l'aide de la méthode généralisée du partage des poids (MGPP). De plus, on
montre l'existence de poids optimaux, qui minimisent la variance des estimateurs obtenus
pour toute variable d’intérét. Toutefois, cette méthode ne peut pas étre appliquée lorsque
certains des liens entre la base de sondage et 1’échantillon de la population cible sont man-
quants ou difficiles a récupérer de maniére exhaustive. Une solution pour éviter ce probléme
est de considérer une population intermédiaire liée a la fois a la base de sondage et a la
population cible et d’utiliser un double échantillonnage indirect. La MGPP peut alors étre
utilisée deux fois, d’abord entre la population de base et la population intermédiaire, puis
entre la population intermédiaire et la population cible. Comme l'illustre 'enquéte frangaise
sur le trafic postal, ce double échantillonnage indirect peut détériorer la précision des esti-
mateurs dans certaines situations. Mathématiquement, il est possible de mettre en évidence
I’ampleur de la perte de précision dans des situations pratiques proches du contexte de La
Poste. Les résultats sont illustrés par des simulations Monte-Carlo et par une application a
I’estimation du trafic postal frangais.

Mots-clés. Enquétes, Estimation de variance, Méthode généralisée du partage des poids,
Plan de sondage complexe, Population finie.

Abstract. In probabilistic surveys, when there is no sampling frame for the target popu-
lation, a solution is to find a frame population linked in some way to the target population
and use indirect sampling. The sampling weights can be determined using the generalized
weight share method (GWSM). Moreover, we show the existence of optimal weights that



minimize the variance of the resulting estimators regardless of the variable of interest. Ho-
wever, this method cannot be applied when some of the links between the frame population
and the sample in the target population are missing or difficult to retrieve exhaustively. A
solution to avoid this issue is to consider an intermediate population linked in some way to
both the frame and target populations and use a double indirect sampling. Then the GWSM
can be used twice, first between the frame and intermediate populations and then between
the intermediate and target populations. As illustrated with the French postal traffic sur-
vey, this double indirect sampling appears to be deteriorating the precision of estimators in
some situations. Using mathematical derivations, it is possible to highlight the magnitude of
the loss of precision in practical situations similar to the French postal context. Results are
illustrated through Monte Carlo simulations and with an application to the French postal
traffic estimation.

Keywords. Complex sampling design, Finite population, Generalized Weight Share Me-
thod, Surveys, Variance estimation.

1 Introduction

En France, 'estimation du trafic postal mensuel par “La Poste” est basée sur un tirage
d’échantillon probabiliste. Jusqu’au début des années 2010, les échantillons étaient tirés
directement dans la population des tournées de facteurs, qui constitue la population cible ou
d’intérét. Récemment, ’organisation des tournées a évolué de telle facon que cette population
n’est plus stable dans le temps. Il n’est plus possible d’échantillonner directement les tournées,
et le plan de sondage a été modifié en un tirage dans la population des adresses, qui constitue
la base de sondage. Chaque tournée de facteur étant constituée d’adresses, il est possible de
relier la population cible & la base de sondage et d’utiliser un plan de sondage indirect pour
récupérer un échantillon de tournées.

L’échantillonnage indirect a été étudié de maniére intensive dans la littérature (voir par
exemple Deville and Lavallée (2006), Lavallée (2009) et Deville and Maumy-Bertrand (2006)).
La méthode d’estimation privilégiée dans ce contexte est la méthode dite méthode généra-
liste de partage des poids (MGPP). Elle consiste a utiliser les liens qui existent entre la
base de sondage et la population cible pour exprimer un total d’intérét sur la population
cible comme un total sur la base de sondage. Les méthodes d’estimation classiques comme
Iestimateur d’Horvitz-Thompson peuvent alors étre utilisées. La MGPP offre 'avantage de
pouvoir déterminer des poids de liens optimaux, qui minimisent la variance des estimateurs
obtenus quelle que soit la variable d’intérét (voir Deville and Lavallée (2006)). Cependant les
conditions d’existence de tels poids sont peu étudiées dans la littérature. La MGPP est une
méthode simple, mais elle nécessite que les liens entre la base de sondage et la population
cible soient connus. Pour I’exemple de La Poste, il s’agit de connaitre toutes les adresses dont
le courrier est délivré par un facteur lors d’'une tournée échantillonnée. On a une moyenne
d’environ 500 adresses par tournée et il n’est pas possible de collecter toute 'information
avant le départ du facteur. Pour contourner le probléme, La Poste a mis en place un sondage
doublement indirect en utilisant les casiers de tri du courrier comme une population inter-
médiaire entre la population des adresses et celle des tournées. Pour ce plan de sondage, il
suffit de connaitre les casiers des tournées échantillonnées (50 en moyenne) et les adresses



du casier associé a I'adresse échantillonnée (10 en moyenne). Avec 60 éléments d’information
a collecter en moyenne par tournée échantillonnée pour ce sondage indirect double, au lieu
de 500 pour le sondage indirect simple, il devient possible de mettre en ceuvre la méthode
d’échantillonnage et ainsi maitriser les biais d’estimation. Toutefois, La Poste a observé une
détérioration importante de la précision des estimateurs de trafic postal aprés avoir mis en
place ce double sondage indirect.

L’objectif du présent article est dans un premier temps de déterminer des conditions
suffisantes & ’existence de poids optimaux pour les estimateurs MGPP obtenus par sondage
indirect simple puis d’évaluer la détérioration de la précision en comparant les variances des
estimateurs MGPP obtenus avec des poids optimaux et non optimaux. Ces calculs mathé-
matiques aboutissent & une évaluation précise de la différence de variances dans un contexte
proche de celui de La Poste, et permettent d’expliquer la perte de précision observée en
pratique. Dans un deuxiéme temps, cet article introduit la notion de sondage indirect double
et de MGPP double comme cas particulier de MGPP. Des simulations de type Monte-Carlo
valident les résultats et permettent de distinguer des situations ou la perte de précision liée
a l'utilisation d’un sondage indirect double est faible, voire nulle, de situations ou la perte
peut-étre trés forte. Au-dela de la compréhension de la perte de précision pour ’estimation
du trafic postal, les résultats obtenus permettent de donner des recommandations pour une
mise en ceuvre efficace d’un plan de sondage indirect double.

Dans la section 2, nous rappelons les notations et les définitions des estimateurs MGPP
pour un sondage indirect simple et déterminons des conditions d’existence de poids optimaux,
minimisant la variance des estimateurs pour toute variable d’intérét, ainsi que la perte de
précision associée avec 'utilisation de poids non optimaux. Dans la section 3, nous présentons
les définitions et propriétés des estimateurs MGPP pour un sondage indirect double.

2 Sondage indirect simple

2.1 Principe

Soit y la variable d’intérét et y; la valeur de y pour l'individu k£ dans la population cible
Ur. L'objectif est d’estimer le total t, = ZkeUT yi de la variable y sur Ur. On suppose que la
liste exhaustive des unités de Ur n’est pas disponible, mais qu’il existe une base de sondage
Ur reliée & Ur de telle fagon que chaque unité de Up soit liée & au moins une unité de
Ur. Dans ce cas, I’échantillonnage indirect, tel que détaillé par Deville and Lavallée (2006),
permet de sélectionner un échantillon sy de Up par un plan de sondage classique, noté p,
et d’utiliser des méthodes standards d’estimation de paramétres sur Ur. Dans 'exemple de
La Poste, la population cible est constituée des tournées de facteurs, la base de sondages est
composée d’adresses et chaque tournée contient au moins une adresse.

Dans un plan indirect, la base de sondage Ur et la population cible Uy peuvent étre
reliées de diverses maniéres (voir Deville and Lavallée (2006) pour plus de détails). Dans le
cas de La Poste, pour un jour donné, une adresse n’est délivrée que par une seule tournée
(hors organisations dédiées a la distribution des colis) et on parle de liens de type “tous
pour un”, puisqu’une unité de Up n’est liée qu’a une seule unité de Uy, mais qu’'une unité
de Ur peut étre reliée a plusieurs unités de Upr. Dans la suite de cet article, nous étudierons



en particulier ce type de liens. A chaque paire (i, k) de Up x Ur, est associé un indicateur
pondéré de lien (ou plus simplement poids de lien), noté 6;;. On a 6;, = 0, si les unités i et
k ne sont pas liées, et un poids strictement positif §;, > 0 sinon. Pour pouvoir exprimer un
total sur la population Uy comme un total pondéré sur Up, il est nécessaire de normaliser
les 0;;. Dans la suite, on note 6, = i / Zi,GUF 0. les poids de liens normalisés et on a

ZieUF 0ix = 1 pour tout k de Ur. On peut alors écrire le total ¢, de y sur Ur, comme un
total sur Up pour une variable artificielle g; = ZkeUT ézkyk :

2EDSUED 31 DoU I 3) S oi

keUr keUr i€Up i€Up keUp €Up

Pour estimer ¢,, on tire un échantillon sp dans Up avec le plan de sondage p et on
note m; = p(i € sp), i € Up, les probabilités d’inclusion d’ordre un, supposées strictement
positives pour tout i € Up. L'estimateur Horvitz-Thompson (HT) de ¢, est donné par :

we Xl (Tiw) - ¥ (S%)n g
1ESF 1ESE keUr keUr \i€sp

Cet estimateur est appelé dans la suite estimateur MGPP simple et il est sans biais pour
t, si et seulement si les poids de liens sont normalisés.

2.2 Poids optimaux

L’estimateur fyl dépend de la valeur choisie pour les poids de liens 8y, i € Up, k € Ur.
Dans cette section, nous étudions l'existence de poids de liens minimisant la variance de
I’estimateur fyl pour toute variable d’intérét.

Soit N la taille de la base de sondage Up et, pour k € U, Upy, la sous-population de Up
de taille N composée des individu reliés & k. On note

Aii’ :w, ?:,’ile UF,
T T

A= (Az’z”)i,i’eUF la matrice de taille NF X NF et Akk’ = (Aii')iGUFk,i’GUFk/
A de taille Npy X Npp composée des éléments en position ¢, si ¢ (resp. i') est lié a k (resp
k') et Ar = Agg. Dans la figure 1, I'individu k£ de la population cible Ur est lié aux individus
notés 1, 2 et 3 dans la population Ug. La sous-matrice A est donc composée des 9 valeurs
Ny, 1,7 =1...3, situées en haut a gauche de la matrice (en rouge). On peut similairement
obtenir les trois autres matrices de la figure 1.

Quand les liens sont de type TpU, les sous-populations Ug; forment une partition de Up
et on suppose les individus de Ur ordonnés selon Upy, k € U, (voir le graphique de gauche
de la figure 1). On a alors (voir le graphique de droite de la figure 1)

A= (Akk’)k,k’EU‘

la sous-matrice de

Soit 1 le vecteur de taille Np; dont les composantes sont égales a 1. Si les liens sont de
type TpU, alors un plan de sondage satisfait la A-propriété si
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FIGURE 1 — Décomposition de la matrice A dans un cas TpU.

— pour tout k € U, Ay est inversible,
— pour k £k € U,

A = w11, avec ¢ ne dépendant ni de 4 ni de 7. (2)

Les plans de Poisson, Sondage Aléatoire Simple Sans Remise (SASSR) et, sous certaines
conditions, SASSR stratifié (STASSR) satisfont la A-propriété (voir Medous et al., 2023).
Medous et al. (2023) montrent que, si les liens sont de type TpU et que le plan de sondage
dans Uy satisfait la A-propriété, il existe alors des poids de liens standardisés éf,ft, 1 € Up,
k € U, donnés par :

(éf,ft)ieUFk = A;l]lk (]l’,;A,;l]lk)*l , pour tout k € Ur, (3)

qui minimisent la variance de ’estimateur MGPP simple quelle que soit la variable d’intérét.

La A-propriété permet de simplifier I’expression de la variance de I'estimateur par MGPP
simple et on montre dans ce cas que la différence entre la variance de ’estimateur MGPP
simple fyl utilisant des poids quelconques ézk, 1 € Up, k € U, et la variance de I'estimateur
MGPP simple optimal tOp " utilisant les poids optimaux QOp " est donnée par :

Var(t,;) — Var(t Op ' Z yiVar(t; — féopt Z y2Var(t, égpt), (4)

keUr keUr

avec f@zpt =D icsp d;0F" Vestimateur de HT du total tgor = Y icun 07" =1, et t; ot =

ZiESF dz(ézk — éf,ft) I’estimateur de HT du total tékiégpt = 0, pour tout k € Up. L equation
(4) montre que la différence entre la variance de 'estimateur MGPP simple quelconque et
la variance de l'estimateur MGPP simple optimal du total T}, dépend de la variance de la
différence entre les poids standardisés 6, — 90” "'k eU. La standardlsatlon dépend de la
répartition des liens entre les populations et 1nﬂuence aussi I'augmentation de variance liée
a 'utilisation de poids quelconques.

Le premier plan indirect prévu par La Poste prévoyait 1'utilisation d’une MGPP simple
optimale. La Poste souhaitait connaitre la performance, en terme de variance, de I’estimateur



MGPP simple optimal, comparé a 'estimateur de HT direct de T),. Il n’est en général pas
possible de déterminer lequel des deux estimateurs sera le plus précis en terme de variance
(Kiesl, 2016). Dans 'article, on se penche sur un cas particulier ot un plan de Poisson est
utilisé pour tirer I’échantillon direct s dans Ur et I’échantillon sg dans Up, avec ; (resp. my)
la probabilité d’inclusion d’ordre un de l'individu i € U (resp. k € U) utilisée pour tirer
I'échantillon sp (resp. I’échantillon direct s). La probabilité 7, k € U est obtenue comme
suit :

7 = P(au moins un ¢ € Up lié a k est échantillonné dans sp) = 1 — ey, (1 — m)l““.

Dans ce cas, on montre que la variance de 'estimateur de HT direct de T}, est plus faible
que la variance de 'estimateur MGPP simple optimal de 7},.

3 Sondage indirect double

Pour La Poste, Ur est la population des adresses et Ur celle des tournées. Ces deux
populations sont reliées par des liens de type TpU et La Poste utilise un STASSR tel que
toutes les adresses desservies par une méme tournée appartiennent a la méme strate. Le
plan de sondage utilisé a La Poste satisfait la A-propriété et il existe donc, en théorie,
des poids de liens qui permettent de minimiser la variance de l'estimateur MGPP simple
initialement prévu par La Poste quelle que soit la variable d’intérét. Ces poids sont égaux a
I'inverse du nombre d’adresses par tournées, qui vaut 500 en moyenne. L utilisation de ces
poids optimaux ne peut pas étre effectuée car il n’est pas possible d’identifier, ni de compter,
toutes les adresses d’une tournée.

La Poste a donc été contrainte de réduire le nombre de liens & observer. Pour ce faire,
elle a utilisé la MGPP double.

Soit une population intermédiaire Uy, reliée a Up et a Ur de telle maniére que tout
individu k£ € U soit relié & au moins un individu de U, et que tout individu de U, soit relié
a au moins un individu de Ug. Dans le cas de La Poste, U, est la population des cases de
tri. On attribue a chaque lien entre i € Ur et j € Uy (resp. entre j € Uys et k € U) un poids
de liens 6" (resp. 03;") tel que 0/ > 0 si i et j sont liés (vesp. 03" > 0 si j et k sont liés), 0
sinon. Le lien entre ¢ et k est pondéré par 0;, = > ieuy, 9i7" 051 et la MGPP double est donc

un cas partlcuher de MGPP simple. Soit HZZM, HMT et 0, les poids standardisés associés a

05, 05" et O = > iy, 05707 Ces poids sont caloulés de maniére & avoir
0 = QFZW ]\IT _
E = E E
i€Up 1€Up jeUpn

On parle alors de standardisation globale. L’estimateur MGPP double est obtenu en rem-

plagant 0, par > ieUns 05“ QMT dans 'expression de 'estimateur MGPP simple donnée par

I'équation (1) :
Z <Z Z HFM MT) (5)

kes 1ESE JeUNM

On considére le cas ot les liens entre les trois populations sont de type TpU-TpU, c’est a
dire TpU entre Ur et U, puis entre Uy, et Up. C’est le cas de La Poste, comme illustré par



la figure 2. La somme » iUy éZ’;M éﬁf ne contient dans ce cas qu'un seul élément non nul
pour un certain ¢ € Up et k € U.

Adresses Cases de tri Tournées de Facteur

1 rue Cauchy
3 rue Fermat
15 rue Euler

20 rue de La Poste

~ 10 adresses par case ~ 50 cases par tournée

FIGURE 2 — TpU-TpU observé par La Poste.

Dans 'exemple de la figure 2, cet élément non nul est le produit des poids associés aux
deux liens rouges. Les poids éij et éﬁf utilisés a La Poste sont respectivement 'inverse du
nombre d’adresses par case et I'inverse du nombre de cases par tournée. Le poids utilisé par
La Poste dans ’exemple de la figure 2 est donc 1/5 % 1/3 = 1/15. Dans le cas de La Poste,
ce poids est généralement différent du poids optimal et on a donc une perte de précision de
Iestimateur MGPP double par rapport a 'estimateur MGPP simple optimal.

L’intérét de la MGPP double, comme utilisée par La Poste, est de diminuer le nombre
de liens & observer pour calculer les poids standardisés. Cependant, cet avantage se limite
aux liens de type TpU-TpU. Pour ce type de liens, on s’intéresse & deux méthodes de stan-
dardisation :

— La standardisation double, >,

— D’autres types de standardisation globale, >, ;; >~
gnants.
Dans l'article Medous et al. (2023), plusieurs méthodes de standardisation sont comparées :
la standardisation de la MGPP simple, la standardisation double, et un cas particulier de
standardisation globale, ou 0;; = > icUs 005", 1 € Up, k € U est divisé par le total
ZieUF 0;1.. Soit Npy, le nombre de liens entre Ur et k € U, Ny le nombre de liens entre Uy,
et k et Np; le nombre de liens entre Ug et j € Ups. Dans le cas de La Poste, Ngy, est le nombre
d’adresses dans la tournée k, Ny le nombre de cases dans la tournée k et Ng; le nombre
d’adresses dans la case j. Si les liens sont de type TpU-TpU, Ngy = > jev,, Nrj, c'est-a-dire
J

G = Lot X, 047 = 1.

sevy, 91707 = 1, moins contrai-

que le nombre d’adresses dans une tournée est égal a la somme des adrhgsaslés contenues dans
toutes les cases de la tournée. Il faut observer Ng;, liens pour la standardisation de la MGPP
simple, Ng; + Ny liens pour la standardisation globale considérée et Ng; + Ny pour la
standardisation double (voir 'exemple de la figure 3). En pratique, si Ng; + Ny < Npg,
alors la standardisation double permet un gain en terme de liens a observer. En particulier,
si Np, = NF]NMk et NFJ' > 2, Ny > 2, alors NFJ' + Nyr < Npg et la MGPP double
permet de réduire le nombre de liens & observer par rapport a la MGPP simple. Dans le
cas de La Poste, la condition Np, = Ng;j Ny, est satisfaite si toutes les cases contiennent le



Type de standardisation

~FM
MGPP simple : globale : double: » 8; =1
i€Up
-~ ~FM~MT
D bu=1 DD 6 8 =1 b Zéﬁ.‘f:l
ielUp ieUp jeEUM €Uy

i€ Up k’EU i€ Urp je Uy kelU . ) ] ] keU

Np =10

nombre de liens observés: 10| |n0mbre de liens observés: 12 | ‘nombre de liens observés: 7

FIGURE 3 — Comparaison des méthodes de standardisation.

méme nombre d’adresses, ce qui n’est pas réaliste. Par contre, le nombre d’adresses par case
plus le nombre de cases par tournée vaut en moyenne 60 alors que le nombre d’adresses par
tournée vaut en moyenne 500. La condition Np; + Ny < Npy, est donc satisfaite pour un
large nombre de tournées et de cases, ce qui permet un gain important en terme de nombre
de liens a observer.

On a vu précédemment que la différence entre la variance de 'estimateur MGPP simple
quelconque et la variance de 'estimateur MGPP simple optimal du total dépend, via la
standardisation, de la répartition des liens entre les populations. Pour mieux comprendre
I'impact de la répartition des liens sur la précision de la MGPP utilisée & La Poste, deux
études par simulation ont été faites. Dans chaque simulation, la population cible est la
population des tournées, la population intermédiaire celle des cases et la population Frame
celle des adresses.

La premiére étude montre que 'augmentation de variance de la MGPP double compa-
rée a la MGPP simple optimale dans le cas de La Poste est négligeable quand le nombre
d’adresses par case est constant, indépendamment du nombre de cases par tournée. Si le
nombre d’adresses par case varie de fagcon importante selon les cases, la perte de précision
de la MGPP double dépend du nombre de cases par tournée. La perte de précision est alors
plus importante si le nombre de cases varie selon les tournées.

La deuxiéme étude cherche a reproduire la situation de La Poste pour évaluer la perte
de précision de la MGPP double par rapport a la MGPP simple optimale, mais aussi de la
MGPP simple optimale par rapport a l'estimateur direct. Les populations sont générées de
maniére & reproduire la situation observée sur les historiques de La Poste. Cette simulation
montre que la MGPP optimale est un peu moins précise que l'estimateur direct et que la
MGPP double est bien moins précise que la MGPP optimale. L’utilisation d'une MGPP
double non optimale par La Poste est donc responsable de la détérioration de la variance



des estimateurs du trafic postal. L’utilisation de la MGPP simple optimale dans le cas de La
Poste pourrait permettre de conserver une variance proche de celle de 'estimateur direct.
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